Zarys teorji równań całkowych. 


(Dokończenie). 


IH. 


Metoda art. II jest o tyle niedoskonała, że daje rozwiązanie równania 
całkowego tylko w ograniczonym obszarze parametru A. Ten obszar zapełnio- 
ny jest wyłącznie takiemi wartościami, że przy ich użyciu istnieją skończo- 
ne (zbieżne) rozwiązania. 

Trzeba się teraz uwolnić od tego ograniczenia i postarać się o formę 
rozwiązania przypominającą wypadki poszczególne rozważane w art. I. Do 
tego prowadzi metoda F'redholma, którą tu rozwiniemy. 

Zauważmy wyznacznik 


HK RETKLSROĆ SIKE 
ZEG. (KZ eR 
D,(l)= 


REKA SJK LE MARE 


w którym Kag są wielkości dane skończone, a l parametrem dowolnym. 


Połóżmy dla uproszczenia 
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Kp4pi , Kpipą 3 + > Kp;pr 

Kpapı > Kppą: -- » Kpzp, BR > A p 
; m 1P2 + Pr 

Kprp, ? Kp;pa ETS SZY Kp,p, 


to wyznacznik D,(ł) rozwinięty podług potęg l przedstawi się w ten sposób 


D„(l) = 1-25fy A+ > K (PaPa) i j 


P1 Pi py < po P1P2 
PiPeP A), ŻA K PiP *** Pr 
zaj >, A Ete 1) 2 ei e A ln. 
Pi < P2 < P3 PiS Po +: < Pn 


W każdej z tych sum bierze się p,, fo, ... , fn Z szeregu liczb 
LAGE PARP 7 


Z sumy ba zauważmy jeden dodajnik 
PaK MaS + Cr 
EN 
AE I E 


Gdy w wyznaczniku mają elementy—jak tutaj—znaczki ta CE z których 


pierwszy wskazuje numer wiersza, drugi zaś numer kolumny, a (ty, ty, ..., tn) 
zmienimy na dowolną permutację, to wyznacznik nie zmienia swej wartości, 


Takich permutacyj 
(1) (Pa G==l, 2, „7! 


jest r! Gdy więc tak utworzone wyznaczniki w ilości r! dodamy do siebie 
i sumę podzielimy przez r! będziemy mogli napisać 


À SACO Udip(h kom br 
(2) FK|; |= r! GE. PTZ" z) : 


2) p, Z pierwszego wiersza w K, zestawione z wszystkiemi p wiersza drugiego 
w K, daje elementy 


(Pxpa); (Ppa). +» (PP) 


wiersza h-go w wyznaczniku naznaczonym przez K. 
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Suma odnosi się tu do wszystkich permutacyj (1) utworzonych z liczb 
NEI > 


Uzupełnijmy teraz permutacje (1) do zbioru wszystkich r” warjacyj 
z powtórzeniami. W tych uzupełniających zestawieniach znajdować się bę- 
dą — w każdej z nich — identyczne sobie 4,. A więc wyznacznik utworzony 


na podstawie każdej z tych uzupełniających warjacyj będzie zerem. Mimo te- 
go dodajmy sumę tych wszystkich znikających wyznaczników do sumy zawar- 
tej w (2) i połóżmy teraz 


rep a as a zj PRE ÓR k 
PEARS „2 ER 


W ten sam sposób postąpmy z wszystkiemi dodajnikami sumy 


PrP +. < pr 


Wtedy mieć będziemy 


(3) Ir R } p Pr 1E rD rfr AM E 


py pal <p> PaPa ee Pr rin") ‘Pio Pas = Pr 


gdzie suma po prawej stronie odnosi się do wszystkich n" warjacyj z powtó- 
rzeniami utworzonych z liczb 1, 2, 3,..., n. 
Elementom Kopę nadajmy takie znaczenie: 


Dana jest funkcja K(s, t) dwuch zmiennych s, t od siebie niezależnych, 
skończona i ciągła w obszarze (s, t)=(a ... b), a<b (rzeczywiste). 
(to tog juważajmy za miejsce znaczące się w obszarze (s, t)=(a ... b); 


a więc Klip? ' tpg) jest wartością funkcji K(s, t) na miejscu (o J lpg): Miej- 


sea te, których jest n°, poźniej stosownie zdefiniujemy. 
Mając to, uważajmy na chwilę 


K(s45,), K(8;52), ... , K(S;8,) 


ar K(e:5),  K(G6): T E) 
S182 -.. 8 asi 252 2 
(4) KA na 4 


K(S,8,), K(Sr8), ... , K(8,8,) 


za funkcję r-od siebie niezależnych zmiennych s,, Sa, ... , Sr, Z których każ- 
da przebiega obszar (a ...b). Ten obszar (a...b) każdej ze zmiennych podzie- 
limy na (n+-1) równych części punktami 


f 24, (ĘFREOr 8; MITEK: 
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Połóżmy 


B= (tn tpr) = A pz» K==1, 2 ... X n 


F=NO=RAtp, A Atp, A Atpn 5 


gdzie teraz X ma być dowolnym parametrem. Odnosząc (3) do funkcji (4) 
r zmiennych Sis Są, ... Sp, położymy 


dr àr > ; k| tpi > tpz» ... 3 Pr) 
PaPa <.-<pr ‘fpi tpz» =» tpr 


A > g(t tpz M fp 


= E lata. tę.) a PAoa Aa, 


e ly, 


gdzie Kip fog =K (tp , tpg) . 


Przejdźmy do n=o, W ostatniej relacji po prawej stronie odnosi się 
suma do wszystkich n” warjacyj (tp1> tpos eo tp,) punktów (ty, tą, «.. , En) 
w ten sposób, że 


t, bramy jest z obszaru (a ... b) zmiennej s}, 


tpa » » » » » Są > 


to, » n n 2) » Sr 


i: E E ET, 
funkcji K e „A i ; 
TA EPOE 


Na podstawie zatym definicji. r — krotnej całki określonej, jako granicy 
sumy, mamy 


A bb 
iimeJX 7:4 J $ wa. „Jasio, „ds, 
n=o e ea r.J TSL 189 +». S 


Mamy zatym wracając do funkcji K(s,t), taki rezultat: 
Wyznacznik 


www.rcin.org.pl 


410 Wektor. Ne 9 


1—0AK(s,s,), —0%XK(sys), ... —0K(s4s,) 
—0XK(845+), 1 —0XK(sąS), ... —0KK(sąs,) 


(5) D„X)= 


—OAK(sxs,), —OAK(snsą), ... 1—K(s,s„) 


w którym à jest dowolnym parametrem, a s,=a, $;=a--3, ...S,=b—0 są 
punktami podziału obszaru (a ...b) na (n+-1) równych sobie części 0, każdej 
ze zmiennych s, t funkcji K(s, t), dąży — gdy n=o do granicy, przedstawia- 
jącej się szeregiem nieskończonym 


lim D,(XA)= 


n= 


DO)=1—, Kls,)ds,-z, 1 j xt „2 dsyds, 


| aa 


a 


(6) 
k b 
Ly: (A S182 + i 
ZR bl ya EE 
T P = Ef TEI Ia: ” )as ds dna >. 
a a a 
Ale trzeba rozstrzygnąć, czy i w jaki sposób ta granica jest zbieżną. 
Hadamard udowodnił takie twierdzenie. 
Gdy w wyznaczniku D, stopnia u-go wszystkie jego elementy tap są 
takie, że 


> 
| g| 5M > aZ p=l, PARAI u, 
gdzie M jest skończoną, dodatnią wielkością, to 


[Dy] ptt . 


Przyjmijmyż, że cały zapas wartości funkcji K(s, t) w obszarze (s, t) = 
=(a ... b) jest taki, że tam 


|KGs,d]<M , 


M jest znowu skończoną dodatnią wielkością. 
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Wtedy mamy w (6) 
b 


IEC ds, | << M.(b—a), 


a stosując dalej dopiero eo przytoczone twierdzenie Hadamarda do wyrażeń za- 
wartych pod całkami w (6), dostajemy 


UE s stss 


< V22M?{b—a)? 


7 Va M” (b—a)} 


a ; SS S 
JIS J K OE P)dsyds, ... ds 
BASE 8182 ++ Sy, 


a zatym jest 


|POJ|<1 A]. 0-0 + - PE moat 
„> 
PRAY p at o—a"4 


=] Hu Ht tigt +. 
a dalej 


ER ana Pe [A]. M lyy ANE DE E E 
lim E Tee A aa aaa | 
u= at iż SETA +1 v( j u=00 Vu +1 Ve 


a więc = zero przy każdej skończonej wartości parametru A. Z tego wynika: 
D(A) jest—gdy (s, t)=(a ... b) — bezustannie zbieżnym szeregiem w parametrze A. 
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IV. 


Przejście z wyznacznika D,(A) do jego granicy D(X), czym zajmowaliś- 
my się w art. poprzedzającym, dozwoli nam teraz rozwiązać niejednorodne 


równanie Fredholma 
b 
(1) f()=g(s)— J K(s, typ(t)dt 
a 
w którym o K(s,t), f(s) i A zatrzymujemy założenia uczynione w art. I. 
b— 
Podzielmy obszar (a... b) na n równych części =—— punktami 
$1=a+-0, Sę=a--20,..., Sn=a--no . 
Gdy s=s,, mamy z (1) 


b 
[(60=ę(8)—| Elsp t). Oit , 


albo na podstawie definicji całki określonej, jako granicy sumy 


f (s) =ę(s,)— lim lay K(sp, S4)ẹ(s4) ' 


n= o0 q=1 


E RATE was POR: 


Przy skończonym n mamy przybliżenia 
(2) Plr) — ES PEDAK s) =F (sp) 
q=1 


p=([|2,..../Ro. 
Mamy tu n równań linjowych niejednorodnych o niewiadomych 


P(S1). p(s), .. 3 o(s,) A 
Wspólnym mianownikiem tych niewiadomych będzie wyznacznik 


D„(X) 


który rozważaliśmy w art. poprzedzającym. 
Szukajmy licznika niewiadomej g(s,). 


www.rcin.org.pl" 


„NE 9 "Wektor. '413 


W p-tym pionie wyznacznika D„(A) mamy elementy 
—ÒAK(s Sp), —0AK(są5z), -> 1—8KK(sys,) . 
.. —AK(s,s,) ; 


nazwijmy je krótko 


aip e] dop 9 *ve 5 dp p 9 *ve 3 Anp 
to licznikiem tym będzie 


Dy, „(%)= 


az a 


fe) = a) 


f(s) ++- 


f (Sn) 


= Dz(X) . f (sp) 


n 
+À | X zopa AGO Gm te 2, 


i 
La ZST | 


TM- 
ETE 
P 
EN 
R 
RS 
% 

w 


Przejdźmy i tu do granicy n=©. 
D,(X) przejdzie na D(h). 


Każda suma — gdy się uwzględni, że w uw—krotnej sumie mamy at" 
—przejdzie na całkę. 


n 
Sy do którego się ż odnosi, nazwijmy ź 
a=] 
n 
s s 
B, » » ” % » » 1 
Bel 
n 
Sy n» » ”» „ać » » S9 : 
>"! 


Punkt sp, który teraz może być dowolnym punktem wewnątrz obszaru 
a...b) nazwijmy s. 


ò kładziemy =ds,ds, ... ds, _q dt. 
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Wtedy mieć będziemy 
lim D, „KX=DQX). f(s)+- 


n= 


b 
e f [K(s,t)— aja K (P3) ds, zj fxi x [a NZCZE JfOat . 


Szereg, który tu mamy w nawiasie, okaże się znowu za zastosowaniem 
twierdzenia Hadamarda bezustannie zbieżnym w à, gdy (s, t)=(a ...b). 


Nazywają go D K à) a 


Gdy do granicy n=o przeszliśmy, to każde z równań (2) zastępuje 
teraz równanie Fredholma (1); zatym jego rozwiązaniem powinno być 


A Dn, » (X) 


o(s) = sE 

czyli 
S 
3 =f (s)+A j PAR) t). dt 
(3) 9(5)=/ (5)-- —p6 7( ). 
z zastrzeżeniem, że D(X)=E0. 
Połóżmy 

D(a) 
(4) maa Kis, t, À) 
to napiszemy (3) w formie 

b 

(5) 95=F(8)-H2 | Kls, WF (Jdt. 


A teraz sprawdzimy, że g(s) o formie (5) jest w istocie rozwiązaniem 
, równania całkowego. 


Wyznacznik 
8545 S Ooni P a 9 
k| 127 ure K e W ŁA ka 
(6) BĘ a i (st) sę „a! E el SySg ++ s 
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0 K(ss,), K(45): 1.» , K(55,) 
K(s,t), K(s,51), K(S45>) =- K(s,5,) 


K(5,1). K(s,,5,); K(s,52) czę K(s,,5,) 


Możemy więc napisać 
b 


N 
D (x) = KG, 0— Í [K(st) . K(s,5,)+- A lds; 


a 


b b 
i +a S [Eoia] A: isda > 


albo 
(7) D(, A) = Ks, t) D(X) R(E, t) , 
gdzie 
A > G F 
(8) R(s, t)=— qi Adta) | Adadi t 


Rozwijając Ay podług wiersza pierwszego, mamy 


B MEIEL AE EST. 

a. W 2 ... . U. 

Ayp > PAG.) K|, men WADE | 
p= 


y 


Dając tu w każdym wyznaczniku tej sumy wiersz p-ty na miejsce wier- 
sza pierwszego, mamy 


[pa SpS1$2 ... Sp—1Sp+-1 R$ 
=— DY j i ba 
Dy te „kl, 5,5 | 
p= 


2... Sp—15p--1 za Sy, 


Zastąpmy tu 
Sp , Śp+-1 , Sp+2 » ... ; Sy, 


przez LO PLAYS: 


to sumowanie da „ równych sobie wyrażeń i mieć będziemy 


a (1300 „4 Ko PRAGA A 


É S1Są ... Sp_1Sp = SUZI 
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Kładąc tu analogicznie, jak w (6) 


K R ... Sp—1Sp ... p) RAE 
| ES Sa ... Sp_18p ... S$, _ 


Uu—1 
K (z, t) ię r p) LA ( PAR “p= 
S182 *+* Śy-1 Sisa se Sui 
dostajemy 
A= 
—uK(sz)K(zt) ENKA (i TER i 
S183 ---8,,_1 

W 

—pK(se) A, ( Śą89 «+. p=) , 
45103 ... Si 


WSL 2 3 ... 3 A,=50 . 


Po wstawieniu tak przedstawionych Dy, w (7) okaże się, że 


b 
R(s,t)=X . DA) J K(sz)K(z, t)dt 


b 


+A f Kesi) E CPET 


Ze związku zaś (7) mamy 
T 
R(z, =D ( A |--K, t)D(X) . 
Teraz — wracając do (7) — mieć będziemy 


D (,.)-DOKteo = 
i 
XA. D(À) f K(s, v)K(e, t)dt 


Ja f Kis) D ( à) — K(e, t)D(K) [a ą 
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; aea (P, art. w a i pwnd że Saka cja o(s) sdofinjdwgna w (5) jat 
Keceywibeig rozwiązaniem równania wegi. ; 


Prof. Józef Puzyna. 
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